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Resumen

Se describe el procedimiento seguido para modelar mateméticamente un problema de diseno
mecinico. Casos como este conllevan muchas veces la dificultad intrinseca para el estudiante de
ingenieria de relacionar la situacién fisica con la representacion matemdtica. El caso en estudio
busca optimizar la posicién de los cilindros hidréulicos que accionan el platén de una volqueta,
posicion que estd influida por distintas variables de fuerza, dimensién y posicion.
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Abstract

This article describes the process that was used to model mathematically a mechanical design
problem. Some cases like this often involves an intrinsic difficulty for engineering students
when relating the physical situation with the mathematical representation. The study case aims
to optimize the position of the hydraulic cylinders that drive the dumping bed of a dump truck,
this position is influenced by different strength, size and position variables.
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1. Introduccion

El caso que se presenta en este escrito se refiere al estudio realizado
con grupos de investigadores de Disefio de Maquinas de la Escuela Tec-
noldgica Instituto Técnico Central y de Estdtica de la Universidad Cen-
tral, optimizando la ubicacidn de los apoyos de los cilindros hidraulicos
para realizar el volteo del platon de una volqueta. La exigencia del pro-
blema es que se debe optimizar una configuracién cuya complejidad
estd determinada por cuatro o cinco variables. En razén a lo anterior, es
indispensable modelar matematicamente la situacién para darle luego
un tratamiento numérico con apoyo de una hoja electrdnica.

El procedimiento seguido en este caso, es transferible a diversas situa-
ciones problematicas de ingenieria que se comportan de manera simi-
lar, en las cuales existen variables que dependen de otras en forma re-
lativamente compleja y por tanto, se necesita de una herramienta
computacional para lograr establecer la relacion existente entre ellas.
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2. Problema propuesto

El problema es planteado en el libro de “Estdtica
de Bedford y Fowler” (2008), vy se describe asi:
“La plataforma de un camidn de volteo (figura a)
se eleva mediante dos cilindros hidraulicos de
tdndem AB (figura b). La masa de la plataforma
del camidn y su carga es de 16.000 kg y su peso
actua en el punto G (suponga que la posicién del
punto G relativo a la plataforma no cambia cuan-
do se levanta la plataforma).

1. Dibuje una grafica de la magnitud de la fuerza
total que los cilindros hidraulicos deben ejercer
para soportar la plataforma en reposo para va-
lores del angulo a desde cero hasta 30°.

2. Considere otras opciones para las ubicaciones
de los puntos de uniéon Ay B que parezcan ser
factibles e investigue cdmo afectan sus elec-
ciones a la magnitud de la fuerza total, que
los cilindros hidraulicos deben ejercer cuando
a varia desde cero hasta 30°. Asimismo com-
pare los costos de sus elecciones de los pun-
tos de unién con las opciones mostradas en la
figura (a), suponiendo que el costo de los cilin-
dros hidraulicos es proporcional al producto
de la fuerza maxima que deben ejercer cuan-
do a varia de cero a 30° y su longitud cuando
a=30°." (Bedfor,2008), (Ver figura 1).

3. Proceso de modelado
matematico

El proceso de solucion a la situacion planteada se
realiza en varias etapas y se constituye en un mo-
delo aplicable en clase para resolver diferentes
problemas fisicos, mediante su modelado mate-
matico, cuyo estudio, aplicacién y apropiacion
hace parte de la formacién.

(b)

Figura 1: Esquema para el planteamiento del problema
Fuente: Bedford y Fowler (2008)

El modelado busca establecer las funciones mate-
maticas entre una o mas variables de entrada y
salida, con lo cual se pueden optimizar. El modela-
do se realiza en dos formas diferentes dependien-
do de la informacién de entrada disponible que
tenga cada problema. En la primera forma se par-
te de un planteamiento cuyas caracteristicas per-
miten ubicar la situacién en una determinada area
del conocimiento humano, cuyas leyes y princi-
pios se aplican para establecer las relaciones ana-
liticas entre las variables o parametros involucra-
dos en el caso. En la segunda, no se cuenta con
tales leyes, de manera que las variables se miden
experimentalmente para obtener los datos que
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recibirdn un tratamiento numeérico, dando como
resultado el modelo que relacione las variables.

En el caso planteado de la volgqueta se aplica el
primero de estos dos procesos de modelado, con
las siguientes etapas: Identificacion del objetivo
perseguido, identificacion de los parametros que
intervienen en el fendmeno estudiado, identifica-
cion de las leyes y principios que rigen el fendme-
no, aplicacion de las leyes para establecer las fun-
ciones que relacionan los parametros, resolucion
matematica de las funciones resultantes para op-
timizar el valor de los parametros.

3.1. Laidentificacion del objetivo perseguido

rados, como es el caso actual, los objetivos es-
tdn dados en el planteamiento del mismo. En
otros casos, es indispensable identificarlos
desde el comienzo y si es necesario, revaluar-
los a lo largo del proceso.

En el problema actual los objetivos son dos: grafi-
car la funcién que relaciona la fuerza de los cilin-
dros y el angulo de inclinacion de la plataforma vy
definir la ubicacién de los puntos de anclaje de los
cilindros, de tal forma que el costo de los mismos
sea el minimo posible.

3.2. Identificacion de los parametros que
intervienen en el fenomeno estudiado

Esta etapa tiene el propdsito de mantener en-
focada la vision, en particular cuando se pre-
senta una encrucijada en el desarrollo del pro-
blema, en este momento es necesario buscar
una alternativa respecto al proceso que se si-
gue. En problemas académicamente estructu-

Los parametros pueden ser variables, constantes
o datos relacionados con la situacién y se pueden
clasificar en tres categorias de parametros que
son: entrada, salida e intermedios. Para este caso
practico los pardmetros identificados se presen-
tan en la tabla 1.

Parametro Simbolo Unidad
Angulo de inclinacion de la plataforma a Grados (°)
Angulo de inclinacion de los cilindros B Grados (°)
Longitud de los cilindros L Metros (m)
Coordenadas del punto A X1, Y1 Metros (m)
Coordenadas del punto B X2,Y2 Metros (m)
Fuerza en los cilindros F Newtons (N)

Tabla 1. Parametros identificados en el caso propuesto

3.3. ldentificacion de las leyes y principios
que rigen el fendmeno estudiado

Para el problema planteado, es necesario identifi-
car las leyes o principios que regulan el fendmeno,

ya que son ellas las que permitiran establecer re-
laciones ciertas entre los parametros, con el pro-
posito de identificar la funcidon que vincula las va-
riables de entrada con las de salida.
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Las leyes identificadas en el caso de la volqueta
fueron: Equilibrio estatico, Geometria de tridngu-
losy Trigonometria en tridngulos rectangulos.

3.4. Aplicacion de leyes para establecer las
funciones que relacionan los parametros

Las funciones que interesa identificar son dos: la
relacién entre la fuerza de los cilindros y el angulo
de la plataforma (a) y la relacién entre la longitud
de los cilindros y el mismo angulo.

Fex

Al aplicar las leyes anteriores, es conveniente rea-
lizar esquemas adicionales a los que presenta el
planteamiento del problema porque ello permite
visualizar en conjunto los parametros estudiados.
Para comenzar, un esquema tipico es el Diagrama

de Cuerpo Libre (DCL), técnica ampliamente cono-
cida en ingenieria mecanica para el estudio de
fuerzas (Ver figura 2).

Figura 2: Diagrama de cuerpo libre del platon
Fuente: el autor

El DCL mostrado corresponde a un caso de equili-
brio de cuerpo rigido en 2D y del cual se despren-
de la siguiente ecuacion:

-P-(CG-cos(BCG) )+Fsen(f)-X2=0

A partir de esta ecuacién se puede expresar la
fuerza F en funcién del dangulo a, siempre y
cuando primero se exprese el angulo BCG en
términos de a. Para hacerlo se recurre a re-
construir un triangulo rectangulo determinado
por los puntos C, Gy H, como se muestra en la
figura 3, en la cual el angulo BCG buscado es el
mismo angulo HCG.
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Figura 3: Esquema para expresar el &ngulo BCG en términos de a
Fuente: el autor

De la figura 3 se obtiene: Como el valor de B no es conocido, debe deter-

o minarse, para ello, se recurre a un nuevo esque-
BCG_HCG_lS'SZ +a. ma en el cual se puedan relacionar los parame-

Entonces, la fuerza F se expresa de la siguiente tros geomeétricos ay B. (Ver figura 4).

manera:
e P-1,868-cos(15,52°+a)
B senfB-X2

C X2 R

Figura 4: Parametros geométricos del triangulo ABC. Fuente: el autor
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A partir del tridngulo ABC de la figura 4 se pueden Las relaciones concretas que se obtienen son:
expresar sucesivamente los siguientes parame- v1
tros en funcién de los establecidos antes: y=atan ( - )

e Elvalor dey en funcién de las coordenadas X1
y Y1 del punto A. Se aplica la funcién tangente AB=VCA?+X2?-2-CA-X2-cos(a+y)
definida en el tridngulo rectangulo.

e Ellado CA en funcién de las coordenadas X1y
Y1. Se aplica el Teorema de Pitagoras.

f=asen (Cf -sen(a+y))
AB

El lado AB, en funcién de a, y, X2 y CA. Se apli-

ca el Teorema de los cosenos. De lo expuesto se pueden sintetizar las relaciones
e Finalmente, se expresa el valor de B en fun- entrelos parametros de entrada, salida e interme-

cién de CA, AB, ay y. Se aplica el Teorema de  dios que se presentan en la secuencia en que de-
los senos. ben calcularse:

Pedagogia

PARAMETROS RELACION ENTRE PARAMETROS Rango
Entrada P Arbitrario
X1 1,9a3,6m
Y1 0,3209m
X2 X1a3,6m
Y2 Fijoen 0 m
a 0°a30°

Intermedios Angulo Y Y1
y= atan (X—1 )

Distancia CA

CA=4 X1%+Y1?
Distancia AB AB =+/CA2? + X22-2 - CA - X2 cos ( o+ y)
Angulo de

CA
inclinacion de p = asen (E -sen (a+Y))
cilindros 3

16

Fuerza de cilindros|

F . P-1,87 - cos (15,5° + a)

sen f3 - X2

Longitud de

cilindros L L=4B

Tabla 2. Parametros que intervienen para determinar la fuerza y longitud de los cilindros
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La coordenada Y2 se considera cero en cualquier
caso, debido a que la posibilidad de variar verti-
calmente el punto de anclaje B sobre el chasis es
minima. (Ver tabla 1)

3.5. Resolucion matematica de las
funciones resultantes para optimizar
el valor de los parametros

Del desarrollo matematico se concluye que para
poder expresar la fuerza F y la longitud L del cilin-
dro en términos de los parametros de entrada, el
método analitico resulta bastante complejo, por-
que se necesitaria remplazar cada una de las
ecuaciones en las subsiguientes. La complejidad
resultante aumenta la posibilidad de error vy, de
ocurrir, se dificultaria ubicar el punto en el cual
éste se produce. Por lo tanto, es conveniente re-
currir a la ayuda de la computadora, mediante la
hoja electrdnica, en la cual se pueden introducir
las ecuaciones obtenidas, graficar la fuerza en tér-
minos del dangulo a, y encontrar las coordenadas
X1, Y1 y X2 de emplazamiento del cilindro, para
obtener un costo minimo.

Con la idea expuesta, los parametros incluidos en
la tabla anterior se incorporaron en una hoja elec-
trénica (Ver figura 5).

A B e [+ E i G

En ella se distinguen los parametros del caso en
estudio definidos en:

X1, Y1y X2 que se pueden variar mediante barras
de desplazamiento respectivas en los rangos mos-
trados en la tabla 1.

El angulo vy, la distancia CA y la carga P se definen
como parametros con un solo valor, e indepen-
dientes del angulo a.

El angulo a, se incluye como parametro de entrada,
definido en el rango de 0° a 30°, con intervalos de 1°.
El angulo B es un parametro intermedio, depen-
diente de a.

La distancia AB y la fuerza en los cilindros F, son
parametros de salida, definidos para cada valor
del dngulo a.

El producto de la fuerza maxima en los cilindros y
la longitud maxima de los mismos.

También se muestran en la hoja dos graficas: la
primera muestra la fuerza en los cilindros en fun-
cion del dangulo de inclinacidon de la plataforma
(a), la cual corresponde al primer objetivo del
caso en estudio. La segunda, expresa la longitud
de los cilindros en funcién del mismo angulo.

] 1 3 L M N o P

Coordenada Coordenad - Coordenada Fuerzade los cilindros Producto Longitud de los cilindros
X1 avyl X2 140000 Fmax por .
m) im) im) Lmax %
: 20000 2 ! ! ! ! 1
23 0,9 2,5 P E——— 249376
- | a [ . 80000 | L5 I ]
0000 1
i 20000
= i o5 | | | ! ! |
o o
) o m 0 o 5 w15 o 13 W B
Anguloa E Anguloa
== == ol
5 7 7
Distancia Fuerta en
Anguloy  Distancia CA Carga P Angulo a AB Anguio B los cillindros
[rad) {mi) ™) ] (rad) {m) r M}

0372988 246981781 156960 o

0 05219544 13521274 11576089

1 00174533 0964514 13448728 11537126

Figura 5: Aspecto de la hoja de calculo utilizada para seleccionar las coordenadas de los puntos de anclaje de los

cilindros. Fuente: el autor
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En la figura, las coordenadas de los puntos de
anclaje de los cilindros (X1, Y1 y X2), se pueden

Solver se activa desde la herramienta Datos con lo
cual se despliega la ventana mostrada en la figura 6.

variar por desplazamiento de los cursores res-
pectivos, con lo cual se podrd observar que va-
rian los parametros antes descritos. De estos
pardmetros interesa conocer, en particular,
cémo varia el producto entre la fuerza maxima
en los cilindros y su longitud mdaxima, porque el

En la ventana desplegada se configuran los si-
guientes datos:

En la casilla identificada como Establecer ob-
jetivo se registra la celda que se quiere mini-

] L ) mizar, correspondiente al producto de la fuer-
= valor minimo de este producto determina el J ) o
(@) L - .. za mdaxima por la longitud méaxima (celda J6 en
(@) costo minimo de los cilindros, cuya obtencidn ]
(@) . . la hoja usada).
© se constituye en el segundo objetivo planteado
8 para el ejercicio. e Se activa el botdn de minimizar (Min).
o
. . * En la casilla Cambiando las celdas de varia-
Aunque la busqueda del valor minimo del produc- ] » )
. . bles se identifican las celdas asociadas con los
to indicado se puede hacer por desplazamiento
. . cursores de las coordenadas X1, Y1 y X2 (cel-
manual de los cursores mencionados, la hoja elec- das B19. C19 v D19
L. ., . as .
trénica cuenta con una funcién que ayuda a reali- ! y )
zar esta busqueda de una manera mas agil. Setra- e  Seintroducen los rangos en que se variaran las
ta de la funcion Solver de Excel, que opera de la coordenadas anteriores en la casilla Sujeto a
siguiente manera. las restricciones.
A B C D | Parémetros de Solver u
3
4 -
Coordenada Coordenada Coordenada Establecer objetivo: $136 |E=
X1 Y1 x2 ; . -
s (m) (m) (m) Pus: Omx @M L :
3,6 0 3,622154 e
:.. : | :4 | ' rmll $8$19;$C$19;4D$19 @]
8 Sujeto a las restriciones:
9 [$8819 <= = P E—
10 5§§i§§, 2 [4“19'
|$CE19 <= 7
- =, e
13 | Eimnar
14
15 Restablecer todo
18 8 — ——
17 - * | v | | ¥ Cargar fGuardar
. (%] Convert variables sin en no negats
L it et ottt el ettt =¥
- PR e 1722190055 §| oo g resokcn: G Norknear o [ r—
Método de resolucdén
Seleccione el motor GRG Nonlinear para problemas de Solver no lineales suavizados. Seleccone el
ﬂ“s“"’\" Distancia CA Carga P .ﬁngulu xm&rﬂup:;;mdesdvshadﬁ,ysdemdmotntEmhMypaaunblmm
NO SUAWVIZ .
21 (rad)  (m) N () (rag
22  0,1106572 3,622154055 156960 0
2 S (T, ] |
M 4 » [ PLANTEAMIENTO | DATOS . Hoja3 %3
Sefiatar. | T |

Figura 6: Ventana de la funcion Solver.
Fuente: el autor
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Cuando se activa el botdn Resolver, el sistema mo-
difica sucesivamente los valores de las coordena-
das hasta encontrar el valor minimo del producto

de la fuerza maxima por la longitud maxima, (Ver
figura 7) y el cumplimiento de los objetivos del ejer-
cicio se logra con los resultados (Ver figura 8).

L4l A :] c o E F G H i | ] K L M N o
3
4 4
Coordenada Coordenada C Fuerza de los cilindros Producto Longitud de los cilindros
X1 Y1 x2 Fmax por e
= (m) (m) (m) o —— tmax ]
6 3,6 04 3622154 |7 i 176466 | | ° T |
7 - | - | a | 15 -
F 50000 g /
40000 |
9 1
= 30000 | /
20000 T (133
L 10000 ! /
= o L o
13 o 0 20 30 40 o 5 10 15 0 25 30 35
E | Angulo a Angulo @
L
16 BN
17/ - i * | -« |
18 H
19 18 1 17,22154055
20

Figura 7: Resultado obtenido al aplicar la funcion Solver

Fuente: el autor
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Figura 8: Funcion existente entre la fuerza de los cilindros y el angulo a.

Fuente: el autor
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Punto de anclaje de los cilindros para lograr su
costo minimo. Como se establecid desde el enun-
ciado, el costo es proporcional al producto de la
fuerza mdaxima de los cilindros y su longitud maxi-
ma. El resultado fue: cuando X1=3,6 m, Y1=0,4 m
y X2=3,62 m, se obtiene el valor minimo del pro-
ducto mencionado (176466).

La hoja electronica usada, se ha publicado en el si-
guiente sitio de Internet, de donde puede descargar-
se: https://sites.google.com/site/professorcortess/

4. Conclusiones

El ejercicio mostrado es un caso tipico, que ilustra
el procedimiento seguido con estudiantes de Di-
sefio de Maquinas y de Ingenieria Mecanica para
modelar matematicamente situaciones de estu-
dio hipotéticas o reales. Aunque el procedimiento
se aplicé para un caso de disefio mecanico, tam-
bién se ha utilizado en otras areas de la ingenieria
como en casos de cinematica, termodindmica,
electricidad y dimensionamiento de espacios, por
lo tanto, es transferible a situaciones problemati-
cas de ingenieria para, establecer las relaciones
entre las variables asociadas al fendmeno.

El valor que tiene la obtencion del modelo mate-
matico de un fendmeno fisico, radica en que con
su ayuda se pueden realizar distintas acciones
como son: comprender los aspectos conceptuales
del fendmeno representado; predecir el compor-
tamiento de las variables involucradas, cuando
algunos parametros asociados al fenémeno cam-
bian de valor; o adquirir criterios objetivos para
tomar decisiones de diseno.

Cuando la resolucién analitica de un caso modela-
do resulta muy compleja, puede optarse por una

solucién numérica con la ayuda de la hoja electroé-
nicay las herramientas que ella ofrece. En particu-
lar, para encontrar valores dptimos de variables
es util la funcidn Solver de la hoja Excel.
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